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Tato bakalářská práce se zabývá šestirotorovým vrtulníkem, kopterem. V úvodní části je stručné 
rozdělení kopterů a jejich konstrukce. Další část se zabývá matematickým popisem kopteru, na který 
je navrženo řízení. Toto řízení spolu s modelem je namodelováno v prostředí MATLAB/ Simulink. Do 
tohoto modelu jsou přidány okolní vlivy jako odpor prostředí, nepřesnost snímačů a nerovnoměrnost 
rozložení hmoty. Pro manuální řízení lze k modelu připojit joystick. Dále jsou zobrazeny výsledky 
simulace společně s vizualizací letu kopteru.  
KLÍČOVÁ SLOVA 










This work describes multi-rotors aerial vehicle, known as copter. The first part is summary of types of 
copters and its construction. Control system is designed on dedicated mathematical model. Both 
control system and model of copter are implemented in MATLAB/ Simulink environment. There are 
implemented common effects such as drag force or errors of sensors and uneven mass distribution. 
Simulation of flight of copter is visualized and there is possibility to control flight of copter manually 
with connected joystick. 
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Koptery jsou vrtulníky s více rotory umístěných nejčastěji na ramenech konstrukce v jedné rovině. 
V tomto textu se zabývám šesti rotorovým vrtulníkem ( hexa-copter nebo hexa-rotor). Existují také 
vrtulníky s jiným počtem rotorů, např.: quad-rotor (čtyř rotorový vrtulník) nebo kopter s osmi rotory. 
První zmínky o více rotorových létajících strojích se datují do roku 1923, kdy Geogre De Bothezat 
sestrojil konstrukci kopteru, se kterým dokonce vzlétnul. Ovšem v této době bylo řízení tohoto stroje 
velmi obtížné. Později s vývojem technologie byly odstraněny zábrany a koncept kopterů opět ožil. 
Možná varianta hexa-kopteru je uvedena na obrázku 1.1. Zde je vidět rozložení jednotlivých 
rotorů. Vzdálenost všech rotorů od středu kopteru je stejná a jednotlivá ramena spolu svírají úhel 60°. 
 
Obrázek 1.1 Uspořádání rotorů hexa-kopteru 
Výhodou těchto vrtulníků je jednoduchost konstrukce a jejich řízení jen za pomocí tahů resp. 
otáček rotorů, než u vrtulníků s jedním nosným rotorem, kde řízení probíhá naklápěním listů nosného 
rotou a ocasním rotorem. Proto listy rotorů u kopterů mohou být pevné, z toho plyne větší 
spolehlivost. Také zde není potřeba ocasní rotor, protože jednotlivé reakční momenty rotorů se 
vzájemně vyruší, zde je to řešeno pomocí směru otáčení rotorů, přičemž každý sousední rotor se otáčí 
opačným směrem- protilehlé rotory se tedy otáčí stejným směrem. Problematika rekčních momentů 











2.1 Popis pohybu hexa-kopteru 
K popisu pohybu hexa-kopteru (robota) se musí určit souřadnicový systém (báze), ve kterém se 
robot bude pohybovat. Bázi pevně spjatá s rámem robota je nazvána bází robota s indexem R. Dále se 
určí pevná nepohyblivá- inerciální báze s indexem 0, k níž se budou vztahovat jednotkové vektory 
báze robota. Orientace jednotlivých bází je zobrazena na obrázku 2. a popis úhlů rotace kolem 
jednotlivých os na obrázku 3.  
 
 
Obrázek 2.1 Orientace inerciální báze a báze robota 
Úhly rotace, také označovány jako Eulerovy úhly, jsou: 
 - yaw / (rotace kolem osy ZR) 
- pitch/ klopení (rotace kolem osy YR) 
- roll/ klonění (rotace kolem osy XR) 
Motory tohoto modelu kopteru jsou pevně spojeny s jeho kostrou, uvažujeme také pevné listy 
rotorů. Z toho důvodů je řízení kopteru možné jen pomocí změnou tahů rotorů. 
Přímý let je orientován ve směru osy X a dosáhneme ho zvýšením tahů motorů 3,4 a 5 a 
snížením tahů motorů 1,2 a 6. Tím dojde ke klopení. Poté se musí tahy vyrovnat tak, aby kopter 
nezačal klesat, tahová složka ve směru osy X urychluje kopter vpřed.  
Bočního letu (směr osy Y) nebo jen klonění docílíme snížením tahů rotorů 2 a 3 a zároveň 
zvýšením tahů rotorů 5 a 6.  
Rotaci kolem osy ZR způsobují reakční momenty rotorů, tedy změnou otáček pravotočivých a 
levotočivých rotorů. V klidu se tyto reakční momenty ideálně vyruší a k bočení nedochází. Pokud se 
zvýší otáčky pravotočivých rotorů a otáčky levotočivých rotorů se sníží, může dojít k mírnému 
vybočení, protože se reakční momenty přesně neodečtou.  
Let vzhůru- směr osy Z – je dán zvýšením tahů všech motorů o stejnou hodnotu.   
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2.2 Vzájemná poloha bází 0 a R 
Nyní je potřeba určit relace mezi pohyblivou a inerciální bází. K tomu slouží matice rotace – 
rotační pohyb se vykonává postupně vždy kolem jedné z os v tomto pořadí: 
- Kolem osy Z o úhel , vznikne tak nová báze s indexem R1 
- Vzniklou bázi otočíme kolem osy Y o úhel , opět vznikne nová báze R2 
- bází R2 rotujeme o úhel   kolem osy X a získáme tak bázi R 
 
Obrázek 2.1 Poloha bází 0 a R 
    
          
         
   
  ( 2.1 ) 
    
         
   
          
   ( 2.2 ) 
    
   
          
         
    ( 2.3 ) 
 
rovnice ( 2.1 ), ( 2.2 ) a ( 2.3 ) popisují rotaci kolem jednotlivých os- tedy transformaci jednotkových 
vektorů báze robota do inerciální báze. Potom rotační matice ( 2.4 ) je součinem těchto tří matic: 
          
                          
                          
           
    ( 2.4 ) 
Zde c a s jsou zkratky pro funkce cosinus a sinus. 
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Na začátku rotace jsou báze shodné, po dokončení rotace máme pootočenou bázi robota o velikosti 
úhlů ,  a  vzhledem k inerciální bázi. Potom složky okamžitého vektoru úhlové rychlosti  
vyjádřeného v bázi 0 pomocí Eulerových úhlů jsou:  
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   a také     
     ( 2.5 ) 
Rovnice ( 2.5 ) je Eulerova kinematická rovnice.  
 






     








   ( 2.6 ) 
Po úpravách získáme časové derivace úhlů natočení bází: 
 
     
       





   
   
   
    










      
             
  
   
   
   
















3  Matematický model kopteru 
3.1 Určení stavů kopteru 
 
Obrázek 3.1 Rozložení tahů, reakčních momentů a momentů os 
Při určení matematického modelu kopteru se musí stanovit jeho parametry jako hmotnost, 
délku ramen, momenty setrvačností vzhledem k jednotlivým osám, parametry rotorů.  
Poloha a natočení robota budou definovány v inerciální bázi, zatímco rychlosti a úhlové 
rychlosti budou definovány v bázi robota. 
 
Stavy robota tedy jsou: 
 
vXR  - rychlost robota ve směru osy XR 
vYR  - rychlost robota ve směru osy YR 
vZR - rychlost robota ve směru osy ZR 
XR – úhlová rychlost robota ose XR 
YR - úhlová rychlost robota ose YR 
ZR - úhlová rychlost robota ose ZR 
-klonění v ose X0

- klopení v ose Y0 
-bočení v ose Z0
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X - poloha v ose X0 
Y - poloha v ose Y0 
Z - poloha v ose Z0 
 
3.2 Stavové rovnice  
Součet sil působících na robota vyjádřených v bázi robota jako: 
                                ( 3.1 ) 
Kde    je vektor zrychlení robota v bázi robota a    tahy rotorů jenž jsou zároveň vstupy 
systému- dynamika rotorů je od matematického popisu robota oddělena a bude popsána dále. Protože 
tíhová síla FG leží v inerciální bázi v ose Z0, je nutné určit její složky v bázi robota. K tomu slouží 
právě již nadefinovaná matice rotace ( 2.4 ) 
     








     
     
         
         
   ( 3.2 ) 
Zde g představuje gravitační zrychlení a m hmotnost robota. Pokud jsou počáteční podmínky natočení 





Zrychlení je vyjádřeno časovou derivací rychlosti, protože báze robota je pohyblivá- bázové 
vektory nejsou konstantní- platí pro derivaci rychlosti podle času: 
                                                         ( 3.3 ) 
 Výraz: 
       
   
         
         
                                                       
 
Suma složek tahů rotorů lze vyjádřit jednoduše z obrázku 3.1. Složky ve směru osy X a Y budou 
nulové, záporné ve směru osy Z. 
   
 
 
    
 
 
   ( 3.4 ) 
 
Zrychlení vzhledem k bázi robota je: 
                          
                                 ( 3.5 ) 
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K určení momentů sil v jednotlivých osách se vychází z momentu hybnosti: 
      
 
             
 
       
            
            
          
                           ( 3.6 ) 
JX, JY a JZ jsou momenty setrvačností vzhledem k jednotlivým osám, pro základní představu 
modelu se neuvažují deviační momenty setrvačnosti. V další kapitole je rozebrán případ, kdy 
konstrukce robota obsahuje i deviační momenty. 
Celkový moment sil je získán časovou derivací momentu hybnosti: 
  
  
                                                          
                              ( 3.7 )  
Z rovnice ( 3.7 ) se vyjádří úhlové zrychlení v bázi robota 
     
 
  
                       
     
 
  
                        ( 3.8 ) 
     
 
  
                       
Další stavy jsou již určené v druhé kapitole, konkrétně promítnutí složek úhlových rychlostí 
v bázi robota do inerciální báze ( 2.7 ): 
                
                             ( 3.9 ) 
   
  
  
    
  
  
     
Posledními stavovými rovnicemi jsou průměty rychlostí z báze robota do inerciální báze využitím 
matice rotace 
        
                                                
                                                ( 3.10 ) 
                             
3.3 Tahy rotorů  
Tahy rotorů jsou vstupními veličinami robota, tedy jeho řízení bude realizováno pomocí tahů. Tah 
rotorů je závislý na otáčkách rotorů a konstanty, která v sobě zahrnuje geometrický tvar rotoru. Každá 
změna tahu vyvolá moment síly v ose/ osách báze robota. Podle obrázku 3.1. tahy rotorů 2,3,5 a 6 
vyvolají moment MX, ten způsobí rotaci robota kolem osy XR. Moment MY může vzniknout změnami 
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tahů všech šesti rotorů a způsobit tak rotaci kolem osy  YR.. Reakční momenty rotorů MiT (jejich 
součet) vyvolají rotaci kolem osy ZR v protisměru otáčení rotorů.  
U modelu tohoto robota uvažujeme šest rotorů umístěných ve stejné vzdálenosti od jeho těžiště.  
Označme vzdálenost rotoru od jeho těžiště r, pak průmět délky ramen do osy XR označíme rx a průmět 
délky ramen do osy YR označíme ry. Tabulka 1 uvádí, jaké délky průmětů ramen přísluší jednotlivým 
rotorům, Obrázek 3.2: 
 
Obrázek 3.2 Průměty délek ramen do souřadnicových os 
Tabulka 1 Průměty ramen robota do jednotlivých os 
Číslo rotoru Průmět r do osy X- 
moment MY 
Průmět r do osy Y- 
moment MX 
1 r 0 
2 rx ry 
3 -rx ry 
4 -r 0 
5 -rx -ry 
6 rx -ry 
 
Jednotlivá ramena robota mezi sebou svírají úhel o velikosti 60°. Proto délky průmětů ramen jsou: 
   
 
 
     ( 3.11 ) 
   
  
 
    ( 3.12 ) 
Pro každý rotor se určí složky momentu síly vektorovým součinem ramena a tahu      přičemž 
složky ramena odpovídají řádku podle indexu tahu i.  
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Vztah pro tah rotoru: 
     
   ( 3.13 ) 
Reakční moment rotoru: 




           ( 3.14 ) 
Koeficient kM je stejně jako koeficient kT závislý na parametrech rotoru. Nyní se musí určit, jaký 
směr reakčních momentů rotorů bude považován za kladný a jaký za záporný. Vektor úhlové rychlosti 
rotoru leží v ose rotoru a má směr osy ZR pro rotory otáčející se ve směru hodinových ručiček (kladný 
směr) a reakční moment rotorů má směr opačný (záporný). Naopak u rotorů, jež se otáčejí 
v protisměru hodinových ručiček, bude reakční moment rotorů kladný. 
Proto by vztah ( 3.14 ) mohl být upraven takto: 
        
        ( 3.15 ) 
Příklad určení složek momentů pro rotor č. 2: 
          
     
     
     
                                            ( 3.16 ) 






   
      
       
 
    
  
   
   
    
      
     
  
   
   
    
  



















  ( 3.17 ) 
Rovnici ( 3.17 ) můžeme symbolicky zapsat jako      . Nyní vzniká problém, jak určit z ( 3.17 ) 
jednotlivé tahy rotorů. Inverze matice A není možná, existuje však metoda Moore-Penrose tzv. 
pseudoinverze. S obdélníkovou maticí A provedeme takové úpravy, aby byla čtvercová a regulární.  
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Bude-li robot viset v klidu ve vzduchu, musí být momenty v osách báze robota nulové. Tím budou 
členy v posledních třech sloupcích ( 3.19 ) nulové a každý rotor bude mít tah o velikosti jedné šestiny 
celkového tahu, součet všech tahů rotoru musí pak být roven tíhové síle. 
3.4 Gyroskopický moment rotoru 
Dalším momentem, který vzniká při otáčení rotorů, je gyroskopický moment rotorů. Vektor 
úhlové rychlosti leží v ose rotoru a má kladný nebo záporný směr osy ZR. Pokud chceme letět vpřed, 
musí se pomocí tahů rotorů provést klopení, tato rotace se přenese i na rotory, jejichž reakcí na robota 
je jeho mírné klonění. 
Pokud má rotor moment setrvačnosti  JR, pak gyroskopický moment lze vyjádřit pomocí vztahu: 
                                        ( 3.20 ) 
Stavové rovnice pro úhlové zrychlení potom přejdou do tvaru: 
     
 
  
                               
     
 
  
                                 ( 3.21 ) 
     
 
  
                      
Odtud vyplývá, že gyroskopický moment rotoru nemá vliv na robota při jeho rotaci kolem osy ZR. 
Dále se musí vstupní veličiny- tahy – přepočítat na otáčky rotorů budeme-li předpokládat kvadratickou 





4. Návrh řízení 
4.1 Linearizace 
Řízení se bude navrhovat na linearizovaný model. Linearizovaný model bude určen v okolí 
pracovního bodu, kdy budou všechny stavové proměnné nulové.  
Model je obecně zapsán ve tvaru           ( 4.1 ) 
 
Matice A je maticí zpětných vazeb, B je matice vstupů, výstupní matice, značena C, je diagonální 
a na její diagonále leží stavy- matice X. V další kapitole budou rozebírány nepřesnosti související se 
senzory, které se promítnou do změny matice C. Matice přímých vazeb D je nulová.  
Tabulka 2 matice A 
 
vXR vYR vZR XR YR ZR 0 0 0 X0 Y0 Z0 
v'XR 0 0 0 0 0 0 -g 0 0 0 0 0 
v'YR 0 0 0 0 0 0 0 g 0 0 0 0 
v'ZR 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
'XR 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
'YR 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
'ZR 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
'0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
'0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
'0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
X'0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Y'0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Z'0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Tabulka 3 matice B 
 
T1 T2 T3 T4 T5 T6 
v'XR 0 0 0 0 0 0 
v'YR 0 0 0 0 0 0 
v'ZR -1/m -1/m -1/m -1/m -1/m -1/m 
'XR 0 -rY /JX -rY /JX 0 rY /JX rY /JX 
'YR r /JY rX /JY -rX /JY -r/JY -rX /JY rX /JY 
'ZR -kMT/JZ kMT/JZ -kMT/JZ kMT/JZ -kMT/JZ kMT/JZ 
'0 0 0 0 0 0 0 
'0 0 0 0 0 0 0 
'0 0 0 0 0 0 0 
X'0 0 0 0 0 0 0 
Y'0 0 0 0 0 0 0 





Obrázek 4.1 Linearizovaný model v Simulinku    
4.2 Řízení 
Letu na požadovanou pozici dosáhneme klopením, bočením nebo kloněním. Budeme tedy 
požadovat, aby se všechny úhly natočení blížily k nule. Z linearizovaného modelu je vidět, že každá 
větev úhlu natočení a pozic je tvořena blokem zesílení a dvěma integrátory, takže pro řízení lze použít 
PD regulátory a výsledné akční veličiny symbolicky zapsané ve tvaru: 
Pro úhly natočení 
                                     ( 4.2 ) 
Žádané úhlové rychlosti jsou rovny nule, a tak je možné jednotlivé rozdíly v rovnici ( 4.2 ) zapsat 
pomocí odchylek eX, e a jejich derivaci e’X,e’.  
                         ( 4.3 ) 
Dále zbývá určit celkový tah rotorů a změnu momentu MZ. Pro celkový tah rotorů vyjdeme z ( 4.2 ) a 
pro změnu momentu  MZ  z ( 4.3 ) 
                       ( 4.4 ) 
                          ( 4.5 ) 
Přenos řízení je pak: 
      
    
     
 
      
         
  ( 4.6 ) 
   
Porovnáním charakteristického polynomu s            je možné dosáhnout požadované 
rychlosti řízení. Model lze rozdělit do částí, kde řízení náklonu je rychlejší oproti regulaci výšky, která 
je více tlumená. Pro řízení náklonu v osách XR ,YR a ZR jsou požity tyto parametry pro                       
a           : 
        




pro řízení výšky:     a               
        
        
 
Robot bude řízen pomocí úhlů natočení. K modelu robota je připojen joystick pro jeho manuální 
ovládání.  Úhel náklonu joysticku (Genius max-fighter F17 ) bude odpovídat požadovanému úhlu 
náklonu, obrázek 4.3 znázorňuje, jakou manipulací joysticku docílíme požadovaného pohybu robota.  
 
 
Obrázek 4.2 manipulace joysticku pro let robota 
Při dosažení požadované rychlosti získané kloněním nebo klopením, bude robot pokračovat dále 
konstantní rychlostí- joystick nebude nijak vychýlen. K zastavení robota bude potřeba naklonit robota 
opačným směrem. Pomocí tlačítek bude možné nastavovat výšku, v jaké se robot pohybuje a zároveň 
kurz letu robota. 
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5 Senzory a další nepřesnosti 
 5.1 Blade flapping 
Velmi často jsou simulační modely jednoduší, nezahrnují popis vnějších vlivů, mimo tíhy, které na 
kopter působí. Další část ( 5.2 ) se zabývá senzory, a pokud by se navrhoval řídicí systém „na polohu“ 
kopteru v prostoru na tento jednoduchý model, pak by reálně mohlo dojít k tomu, že se kopter nebude 
nacházet díky zanedbaným vlivům okolí na správném místě. 
Jedním z hlavních vlivů je odporová síla vzduchu, která úzce souvisí s jevem zvaným                        
blade flapping (volně přeloženo jako třepot listu rotoru). Vznik tohoto jevu zapříčiňuje působící 
odporová síla vzduchu, která ohýbá listy rotoru. List se pod odporovou sílou ohne a díky relativně 
vysokým otáčkám rotoru se projeví gyroskopický moment rotoru. Vychýlením listu rotoru již nebude 




Obrázek 5.1 znázornění rozložení flapping úhlu 
Pro určení flapping úhlu se vychází z parametrů rotoru, jako náklon listu, moment setrvačnosti rotoru, 
otáček, průměru… a složek rychlostí kopteru. Blade flapping je často modelován jako torzní pružina: 
              ( 5.1 ) 
Řešení rovnice ( 5.1 ) je podle tzv. elementární teorie rotorů [1] a [15] pro jednoduchost rozloženo 
pomocí Fourierovy transformace do první harmonické složky, ostatní složky jsou již zanedbané. 




Tyto úhly jsou závislé na směru výsledného vektorového součtu vektorů vX a vY robota- úhlu 
. Pro přímý let, kdy osa XR svírá nulový úhel s osou X0 bude příčný flapping úhel v1S nulový. Pro 
každý rotor kopteru a jeho složek tahu platí: 
 
   
   
   
         
         
  
   
   
  ( 5.2 ) 
    
   
    
 
   
    ( 5.3 ) 
    
   
    
 
   
    ( 5.4 ) 
Podle [9],[12] lze parametry rotoru zahrnout do konstant kfu a kfv. Složky tahu rotoru se nyní 









     
                  
        
                 
            ( 5.5 ) 
Ti je celkový tah i-tého rotoru. Změny ve stavových rovnicích: 
 Zde se projeví všechny složky tahu rotoru 
                          
 
 
    
 
          
                               
 
 
    
 
         ( 5.6 ) 
                               
 
 
    
 
          
            jsou koeficienty odporu prostředí 
 Momenty již nejsou závislé pouze na odsazení působiště tahu rotoru od těžiště kopteru 
vzhledem k libovolné ZR souřadnici- záleží tedy v jaké výšce nad, resp. pod těžištěm kopteru 
se působiště tahu nachází  
                                                                       
                                                                      
              
                                                                         
        
    
 
     ( 5.7 ) 
 Na obrázku 5.2 je časový průběh úhlů náklonu robota při pohybu vpřed (při klopení) modrou 
barvou bez flappingu a zelenou barvou s flappingem. Na počátku, kdy se robot začal naklápět byla 
jeho rychlost velmi malá a průběhy splývají. V době t=1 má již robot větší rychlost a úhel náklonů se 




Obrázek 5.2 Průběh úhlů náklonu s flappingem a bez flappingu 
 
 5.2 Model senzorů 
V dnešní době jsou široce využívané senzory založené na MEMS technologii. 
Nejpoužívanějšími inerciálními senzory jsou MEMS akcelerometry a gyroskopy, které zajišťují hlavní 
orientaci. Obecně se tyto senzory vyznačují výstupním šumem, rozsahem měřených hodnot, citlivostí 
a offsetem při klidovém stavu senzoru. Jejich model lze přirovnat k tělísku připevněného na pružiny 
s tlumením.  




           
   ( 5.8 ) 
   –přirozený kmitočet senzoru se obvykle pohybuje v řádu 10kHz. 




Obrázek 5.3 model senzorů 
Parametry senzoru jsou obvykle uvedeny v dokumentaci senzoru a lze je nastavit do 
konfiguračního souboru před spuštěním simulace. Kvůli přidaným nepřesnostem senzorů vzniknou 
odchylky v orientaci, pozici robota v prostoru. 
 
 5.3 Jak měří akcelerometr 
 Akcelerometr se používá k měření zrychlení robota. Zrychlení vychází z aktivní síly působící 
na robota, která v sobě nese zahrnuté vlivy jako odpor prostředí a výše zmíněný blade flapping (5.1). 
Podle kapitoly (5.2) lze akcelerometr namodelovat jako hmotné tělísko na pružině: 
 
Obrázek 5.4 model akcelerometru 
 
   -zrychlení tělesa  
   -hmotnost tělíska akcelerometru 
  -hmotnost robota 
   -aktivní síla působící na robota 
   –gravitační síla  
    parametry tuhosti a tlumení pružiny 
Pro ustálený stav, kdy budou derivace v rovnici ( 5.9 ) nulové, bude údaj   akcelerometru 
roven [10]: 
                           ( 5.9 ) 
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   je roztažení pružinky, které je po dosazení do (5.9) transformováno: 
                  ( 5.10 ) 
Pro robota v jakémkoliv čase platí: 
   
  
 
    a porovnáním s rovnicí ( 5.10 ) se získá konečný údaj akcelerometru: 
     
  
 
     
  
 
  ( 5.11 ) 
Tedy údajem akcelerometru je aktivní negravitační síla. Příkladem může být obrázek 5.5, kde 
je simulován volný pád robota. Pokud by totiž nebyl v modelu uvažován odpor prostředí, výstupem 
akcelerometru by byla nulová hodnota. Se započítáním vlivu odporu se však po jisté době objeví na 
výstupu akcelerometru zrychlení právě odpovídajícímu tíhovému zrychlení- to vyvolala právě 
odporová síla, robot ovšem dále nezrychluje, ale padá stále stejnou rychlosti. 
 




6 Rozložení hmoty robota 
6.1 Nerovnoměrné rozložení hmoty konstrukce 
 
Osazením konstrukce robota senzory, motory, bateriemi a jiným příslušenstvím mohou zavést 
do jeho popisu rozložení hmoty takovou nepřesnost, která způsobí vychýlení těžiště T0 od „žádaného“ 
těžiště T, viz obrázek 6.1.  Takové nepřesnosti je možné kompenzovat za použitím závaží, které 
posune těžiště T0 do nového těžiště T. 
Vzniklé odchylky v rozložení hmoty mohou vzniknout především odlišnými hmotnostmi 
motorů (maximálně gramy) a umístěním baterií. Po přidání závaží se změní tenzor setrvačnosti robota 
( 6.4 ). Významnou změnou jsou pak tzv. deviační momenty setrvačnosti ( 6.1 )– ( 6.3 ).  
 
 
Obrázek 6.1 posunutí těžiště pomocí závaží 
Pro výpočet deviačních momentů setrvačnosti platí: 
 pro každý element hmoty mi daný plochou xy a přírůstkem v ose z dz je deviační moment: 
          
 
         ( 6.1 ) 
 obdobně element hmoty mi daný plochou xz a přírůstkem v ose y dy je: 
          
 
         ( 6.2 )  
 element hmoty mi daný plochou yz a přírůstkem v ose x dx je: 
          
 
         ( 6.3 ) 
Tenzor momentu setrvačnosti konstrukce vzhledem k bodu T : 
   
          
          
          





6.2 Nerovnoměrné rozložení tahů rotorů 
 
Dále se budu zabývat možností, kdy vzhledem ke svým představám o vzhledu robota 
rozmístím jeho motory a umístění řídicí jednotky s bateriemi. Taková konstrukce již nemusí být nutně 
symetrická a její deviační momenty mohou být řádově stejné, jako momenty setrvačností v osách 
robota procházejících těžištěm. Díky simulaci letu takového robota je možné rozhodnout, zda by bylo 
možné s takovým uspořádáním stabilně vzlétnout a manévrovat. 
Velkou část hmoty kopterů obecně tvoří motory a řídící jednotka s bateriemi. Hlavním úkolem 
nyní bude určení tenzoru setrvačnosti libovolně sestavené konstrukce. Při zjednodušení jednotlivých 
motorů do hmotných bodů lze zahrnout výpočet (odhad) tenzoru setrvačnosti do těchto hlavních bodů: 
1. přibližně určit rozložení hmoty řídící jednotky 
2. umístění kříže robota do počátku zvolené souřadné soustavy a vzhledem k počátku rozmístit 
motory 
3. určení těžiště takového rozmístění 
4. vzhledem k těžišti vypočítat tenzor setrvačnosti 
5. přepočet tahů a momentů vyvolaných motory vzhledem k těžišti 
6. simulace letu při uvažovaném rozmístění hmoty 
 
6. 3 hmota řídicího systému do kostky 
 
K určení tenzoru setrvačnosti použitého příslušenství řídicí jednotky robota bude možné podle 
[16] zahrnout veškerou hmotu do tvaru krychle o délce hrany  . K přesnějšímu rozložení hmoty je 
krychle rozdělena na osm stejně velkých krychliček obrázek 6.2. Pak každé krychličce lze přidělit 
jistou část hmoty. 
 
Obrázek 6.2 rozložení hmoty do jednotlivých krychliček 
Po přiřazení hmoty krychličkám je třeba určit polohu těžiště rSK krychle vzhledem 
k vyznačené bázi: 
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  ( 6.5 ) 
     
   
   
   





   
    
    
   
    
  
   
  
    
   
  
   ( 6.6 ) 
mik je hmotnost dané krychličky,rik odsazení krychličky od počátku, MK potom hmotnost celé 
krychle. Při znalosti polohy těžiště lze určit tenzor setrvačnosti krychle vzhledem k těžišti rSK. K tomu 
se využije tenzor setrvačnosti každé krychle určený vzhledem k vlastnímu těžišti krychle: 
     
    
    
    
   ( 6.7 ) 
Z tabulek je          
 
  
    
  
Všechny momenty setrvačností musí být vztaženy k určenému těžišti. Tím se odsazení 
krychliček vzhledem k těžišti změní: 
      
   
   
   
          ( 6.8 ) 
a výpočet nového tenzoru setrvačnosti krychličky vzhledem k těžišti celé krychle: 
                 
 
, kde      je kososymetrická matice: 
     
        
        
        
   ( 6.9 ) 
Celkový tenzor setrvačnosti krychle vzhledem k těžišti krychle rSK bude: 
       
 
     ( 6.10 ) 
 
6. 4 sestavení libovolné konstrukce robota  
 
Tvar konstrukce robota bude vycházet z rozmístění jeho motorů vzhledem k počátku zvolené 
báze. Obdobným postupem jako u 6.3 se při počátečním rozmístění motorů rim určí těžiště robota rSM: 
     
       
 
   
  
 ( 6.11 ) 
, kde mim je hmotnost motoru a MM potom součet hmotností motorů. Vektor polohy jednotlivých 
motorů je možné pro další výpočty uspořádat do matice rm. 
    
       
       
       
   ( 6.12 ) 
Samotné motory lze považovat za hmotné body, jejichž tenzor setrvačnosti je Iim=0 a výpočet tenzoru 
setrvačnosti motoru vzhledem k těžišti konstrukce se zjednoduší: 
30 
 
               
   ( 6.13 ) 
     je opět kososymetrická matice, kde      
   
   
   
          
a tenzor setrvačnosti konstrukce (pouze motory) je: 
       
 
      ( 6.14 ) 
 
6. 5 tenzor setrvačnosti celého robota 
 
Nyní zbývá sloučit konstrukci robota s jeho řídicím systémem a získat tak výsledný tenzor 
setrvačnosti z tenzorů setrvačností z předešlých dvou částí JK a JM: 
přepočet polohy těžiště rH  
   
           
     
  ( 6.15 ) 
Přepočítaný tenzor setrvačnosti kostky: 
                 
   ( 6.16 ) 
            ( 6.17 ) 
Přepočítaný tenzor setrvačnosti konstrukce: 
                 
   ( 6.18 ) 
            ( 6.19 ) 
a výsledný tenzor setrvačnosti celého robota: 
            ( 6.20 ) 
6. 6 přepočet tahů a momentů rotorů libovolné konstrukce robota  
 
Využitím matice rozmístění motorů a polohy těžiště se přepočítá vzdálenost motorů od těžiště 
robota: 
           ( 6.21 ) 
a matice           
moment vyvolaný tahem i-tým rotorem při uvážení směru tahu v 0ZR
- 
bude: 
     
   
   
   
            
  ( 6.22 ) 
Složka Z představuje reakční moment rotoru a pro uvedený vektorový součin bude vždy nulová.  
        
      ( 6.23 ) 
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  ( 6.24 ) 
Matice ( 6.24 ) je jinou interpretací ( 3.17 ) a podle ( 3.18 ) pseudoinverzí lze získat nové velikosti 
tahů rotorů. 
6.7 Stavový popis pohybu robota s uvážením deviačních momentů 
setrvačností 
 
Nyní mám k dispozici tenzor momentu setrvačnosti JH a využitím vztahu pro derivaci celkové 
hybnosti podle času budou momenty v osách: 
     
     
  
                ( 6.25 ) 
                                                    
                                     
                                                    
                                     ( 6.26 ) 
                                                    
                                     
Pro simulační model jsou dále vyjádřené stavy z ( 6.25 ):  
     
  
   
                     ( 6.27 ) 
K ( 6.27 ) je dále přičíst gyroskopický moment rotorů ( 3.20 ) MGYR: 
     
  
   
                         ( 6.28 ) 
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7 Pohyb robota při nerovnoměrném rozložení hmoty 
 7.1 Získání momentů k provedení manévru 
 
Při nenulových deviačních momentech setrvačnosti za letu působí vzniklé deviační momenty 
jako porucha. Pokud si stanovím maximální úhly náklonu robota a časový úsek T, za který dosáhne 
žádaných úhlů náklonu s maximálním zrychlením, pak jsem schopen určit úhlové rychlosti, úhlová 
zrychlení a potřebné akční momenty k provedení takového manévru viz (6.26). Přivedeme- li takto 
vypočítané momenty jako akční veličinu do modelu kopteru v otevřené smyčce, měl by model kopteru 
vykonat požadovaný manévr. Podmínkou ovšem budou nulové počáteční podmínky. 
 
Obrázek 7.1 simulační model pro nastavení momentů 
Veličiny ke zjištění momentů potřebných k provedení manévru budou vycházet z žádaných 
průběhů velikosti rychlosti a zrychlení Eulerových úhlů. Do přiloženého konfiguračního m-file 
hex_m.m se zadají vektory zrychlení Eulerových úhlů společně se zadáním nejkratší doby manévru 
(obrázek 7.2): 
                          
                
 
Potom je celkový časový úsek požadovaného působení signálu roven: 
         , n je počet (délka) členů ve vektoru              
 
Obrázek 7.2 časový průběh zrychlení Eulerových úhlů 
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Signál se sestaví v Simulinku z bloků step, který má počáteční hodnotu 1 a po uplynutí doby    
nulovou hodnotu. Výstup z bloku step je násoben s výstupem bloku Repeating Sequence Stair, kde 
parametr Sample time je nastaven na     a výstupními hodnotami je vektor             . 
 
Obrázek 7.3 příklad získání požadovaného průběhu úhlu 
T,T,Ttedy označují požadované doby dosažení žádaných Eulerových úhlů, ,  Časové 
závislosti úhlové rychlosti a Eulerových úhlů se získají integrací. 
 
Dosazením časových závislostí rychlostí Eulerových úhlů do rovnice ( 2.6 ) se získají časové 
závislosti úhlových rychlostí   . Pro získání potřebných průběhů momentů je třeba ještě získat 
úhlová zrychlení    a to derivací rovnice ( 2.6 ) podle času. 
 
    
    
     
   
     
       





   
     
            
             
  
   
   
   
   ( 7.3 ) 
Výsledkem po dosazení získaných úhlových rychlostí a úhlových zrychlení do ( 6.26 ) jsou 
momenty v osách robota potřebných pro daný manévr. Tyto momenty musí být vyvinuty tahy rotorů. 
Předpokládá se tedy, že jak řídicí systém, tak i tahy jsou takové momenty schopné vyvolat. 
Po přivedení vypočtených akčních momentů na vstup otevřené smyčky podle obrázku 7.1 jsou 
pro kontrolu zpětně získávány hodnoty vzniklých úhlových rychlostí   a zrychlení    v daném 
časovém okamžiku simulace. Z těchto hodnot jsou vyhodnoceny deviační momenty a nedeviační 
momenty vzniklé při požadovaném manévru. Nedeviační momenty se určí zanedbáním deviačních 
momentů setrvačností a dosazením získaných úhlových zrychlení    a rychlostí   do rovnice 
(6.25), kde tenzor setrvačnosti bude diagonální matice:     
    
    
    
  
Ze získaného průběhu nedeviačních momentů se určí jeho maximální hodnota. Tato hodnota 
bude významná pro porovnání se vzniklými deviačními momenty, které se získají obdobně jako 
v případě nedeviačních momentů. Rozdíl bude v použité matice setrvačnosti, tedy dosazením             
    
          
–           
         
  do ( 6.25) se určí vzniklé poruchové deviační momenty. 
Obecně lze říct, že pokud při daném manévru (uvažujeme, že tento manévr je nejhorší možný 
manévr) vzniknou deviační momenty vyšší jak 10% z maximální hodnoty nedeviačního momentu 
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v dané ose, bude se muset navržená konstrukce robota přeskládat a to především v rozmístění hmoty 
uvažované krychle. 
Jako příklad uvedu možnou konstrukci robota, obrázek 7.4. Šedě vyznačené číslice ve 
čtvercích značí skrytou krychličku podle obrázku 6.2: 
 
Obrázek 7.4 Příklad konstrukce robota 
Získaný tenzor setrvačnosti robota z obrázku 7.4 pro hmotnosti motorů 0,1 kg a hmoty v krychličkách 
1 a 2 o váze 0,25 kg: 
    
             
        
             
  
Simulace byla provedena pro manévr, kdy dojde k náklonu ve dvou osách v požadovaných dobách 
ustálení: 
                
a vektoru úhlových zrychlení Eulerových úhlů:  
                         – pro úhel   a          
                          – pro úhel   a           





Obrázek 7.5 časové průběhy Eulerových úhlů pro zadané časové průběhy zrychlení Eulerových úhlů 
Časové závislosti potřebných momentů k vykonání výše uvedeného manévru, kdy by se měl robot po 
čase 0,6s ustálit na úhlech                 a                 , jsou zobrazeny na 
obrázku 7.6: 
 
Obrázek 7.6 časové průběhy žádaných momentů z (6.25) 
Z průběhů momentů na obrázku 7.6 je vidět také vzniklý moment působící v ose ZR, i když 
požadovaný manévr měl způsobit náklon pouze v osách XR a YR. Moment MZ je výsledkem součtu 
odezev, kde se vyskytují členy s     nebo    v ( 6.26 ). 




Obrázek 7.7 časové průběhy úhlů náklonu- otevřená smyčka 
Pro kontrolu je uvedena závislost akčních momentů pro daný manévr ještě jednou. Tentokrát 
jsou akční momenty vypočítané simulací podle obrázku 7.1. Do simulačního schéma jsou jako vstupy 
přivedeny akční momenty vypočítané podle (6.26). Hodnoty  ,   získané simulací jsou opět 
použity v (6.26) a takto vypočítané akční momenty (obrázek 7.8) jsou porovnány s výsledky z obrázku 
7.6. 
 





Vyhodnocení vzniklých maximálních nedeviačních momentů   pro zadaný manévr: 
 
   
   
   
   
      
      
      
     
 Časový průběh relativních odchylek deviačních momentů od zjištěných maximálních 
nedeviačních momentů: 
 
Obrázek 7.9 relativní odchylky deviačních momentů 
Z průběhů relativních odchylek deviačních momentů je patrné, že při dané konstrukci robota a 
uvažovaného nejhoršího manévru se deviační momenty projevily minimálně. Nepřesáhly tedy hranici 
10% z maximálních nedeviačních momentů a rozložení hmot robota může být ponecháno v již zadané 
konfiguraci.  
Použitím takové simulace je tedy možné provést více manévrů, jakých je robot schopen přes 
možná omezení dosáhnout a rozhodnout tak na základě získaných odchylek, zda je nutné hmoty robota 
přeskládat do vhodnější konfigurace nebo je takový výsledek uspokojivý a řídicí systém se s 
vzniklými poruchovými deviačními momenty vypořádá.  
Při malých odchylkách vzniklých deviačních momentů je namístě s relativně velkou přesností 
použití simulačního modelu, který deviační momenty setrvačnosti zanedbává, tento model je popsán 
v kapitole 3.  
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8 Zobrazování výsledků simulace 
8.1 Prostorové zobrazení pohybu robota pomocí VRML 
K zobrazení pohybu robota v prostoru slouží v Simulinku blok VR Sink, který v sobě má 
integrovaný grafický editor pro vytváření 3D objektů V-Realm Builder verze 2.0. Zde byl vytvořen 
robot skládající se z šestiúhelníku tvořící kostru a šesti koulí představující rotory, k modelu byly 
zobrazeny báze robota a inerciální báze obrázek 8.1.  
 
Obrázek 8.1 Zobrazení ve VRML 
Společně se zobrazením letu robota bylo přidáno zobrazení textového vstupu aktuální pozice 
robota v prostoru od počátku inerciální báze. K tomu slouží v Simulinku blok VR Text output ve 
stejné kartě Simulink 3D Animation jako blok VR Sink. 
Samotný model robota (obrázek 8.2) je napsán pomocí S-funkce, v níž jsou zapsány jednotlivé 
stavové rovnice. K výpočtu tahů jednotlivých rotorů je použit blok přepočet na tahy rotorů ( 3.19 ). 
Řízení je pak zapsáno v blocích Fcn ( 4.6 ) až ( 4.9 ), do těchto bloků vstupují odchylky žádaných 
hodnot. Po výpočtu tahů následuje blok nasycení, který značí omezení tahů rotorů. Součástí modelu je 
m-file, v něm jsou definovány parametry robota uzavřeny ve struktuře hex. Struktura hex je také 
vstupem do S-funkce modelu robota. Konfigurační m-file je společně s celým modelem na přiloženém 









9. Závěr  
 
V této práci bylo cílem vytvořit simulační model šesti rotorového robota a jeho zobrazení při letu. 
Model byl nejdříve postaven na jeho základní matematický popis a postupně na něj byly vrstveny 
vlivy, které ostatní simulační modely velmi často zanedbávají. Tyto vlivy způsobují poruchové signály 
a při přesnějším určení okolních vlivů je možné rozhodnout, jaký mají vliv na pohyb robota.  
Mezi základní vlivy, které jsou v modelu zahrnuty, patří odpor prostředí, přirozená chybovost 
senzorů, zmiňovaný efekt blade flapping a nepřesnosti v rozložení hmoty robota. Při simulaci se 
zkoumají vlivy těchto jevů na pohyb robota. Dále se zjišťovaly účinky a velikosti vzniklých 
deviačních momentů libovolně sestavené konstrukce robota.  
V konfiguračním m-file je možné navrhnout si vlastní tvar konstrukce, jejíž tenzor setrvačnosti je 
výstupem přiložené funkce TenzorSetrv. Dále je možné simulací při různých manévrech zjistit, zda by 
bylo možné na takový model použít na dostupné řízení. V konfigurační m-file je možné nastavit 
potřebné parametry senzorů, rotorů, popisu prostředí… Funkce pro výpočet tenzoru setrvačnosti, 
konfiguračního m-file a samotný model jsou umístěné na přiloženém CD. 
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11. Seznam veličin 
 úhel fi, náklon osy x [rad] 
 úhel theta, náklon osy y [rad] 
 úhel psí, náklon osy z [rad] 
x úhlová rychlost kolem osy x [rad/s] 
y úhlová rychlost kolem osy y [rad/s] 
z úhlová rychlost kolem osy z [rad/s] 
vx rychlost v ose x [m/s] 
vy rychlost v ose y [m/s] 
vz rychlost v ose z [m/s] 
g tíhové zrychlení [m/s2] 
rx průmět délky ramena do osy x [m] 
ry průmět délky ramena do osy y [m] 
r délka ramena [m] 
Mx moment síly v ose x [Nm] 
My moment síly v ose y [Nm] 
Mz moment síly v ose z [Nm] 
T tahová síla rotoru [N] 
kT tahový součinitel [N/rad
2] 
kMT 
koeficient reakčního momentu 
rotoru [Nm/N] 
JR moment setrvačnosti rotoru [kgm
2] 
Jx moment setrvačnosti v ose x [kgm
2] 
Jy moment setrvačnosti v ose y [kgm
2] 
Jz moment setrvačnosti v ose z [kgm
2] 
Dxy 
deviační moment setrvačnosti 
xy [kgm2] 
Dxz 
deviační moment setrvačnosti 
xz [kgm2] 
Dyz deviační momet setrvačnosti yz [kgm
2] 
MGYR gyroskopický moment rotoru [Nm] 
kp zesílení proporcionální složky [-] 
kd zesílení derivační složky [-] 
u1s podélný flapping úhel [rad] 
v1s příčný flapping úhel [rad] 
kox 
součinitel odporu prostředí ve 
směru osy x [Ns/m] 
koy 
součinitel odporu prostředí ve 
směru osy y [Ns/m] 
koz 
součinitel odporu prostředí ve 
směru osy z [Ns/m] 
J tenzor momentu setrvačnosti [kgm2] 

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